
ЛЕКЦИЯ 2
Винеровский процесс

В этой лекции мы построим и исследуем один из самых важных и самых известных
процессов в непрерывном времени в финансовой математике: Винеровский процесс. Ви-
неровский процесс – это базовый блок построения финансовых моделей, с его помощью
определяются строятся стохастические интегралы и стохастические дифференциаль-
ные уравнения. Мы начинаем с интересного физического примера – Броуновского движе-
ния – и затем с помощью теоремы Колмогорова о существовании строим случайный
процесс, который помогает описать это явление, и доказываем несколько его полезных
свойств. По пути мы рассмотрим вопрос о непрерывности траекторий Винеровского
процесса и заново посмотрим на гауссовские процессы, которые были в лекции 1.

2.1 Броуновское движение

Рис. 2.1: Хаотичный процесс движений частицы пыльцы на поверхности воды

Броуновское движение – известное физическое явление, про которое рассказывают
ещё в школьном курсе физики. История его уходит в 19й век, когда в 1828г. Роберт Бра-
ун обратил внимание на необычное хаотическое движение частичек пыльцы в жидкости.
Интуитивное объяснение данного явления достаточно простое: молекулы жидкости на-
ходятся в постоянном движении и случайным образом соударяются, а частица пыльцы
значительно больше их и обладает большей инерцией. Молекулы жидкости, таким об-
разом, подталкивают пыльцу случайным образом в разных направлениях. Чем меньше
частица, тем быстрее и хаотичнее она движется (Рис. 2.1). Несмотря на то, что про Бро-
уновское движение написано даже в школьных учебниках по физике, его математическую
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модель долгое время было очень непросто построить и это потребовало много времени и
усилий со стороны как физиков, так и математиков, так как в 19м веке инструментарий
был принципиально другой.

Броуновское движение описывается с помощью Винеровского процесса, названного в
честь Норберта Винера, который занимался этой задачей почти через 100 лет после от-
крытия Роберта Брауна. За это время свой вклад в исследования физического феномена в
частности вложили известные физики Марьян Смолуховский и Альберт Эйнштейн. Суще-
ствует много способов его построить, некоторые из них достаточно экзотичны, но какие-то
основные свойства получаются проще в различных конструкциях. Мы пойдём путём клас-
сической физической картины броуновского движения. Как нам известно из лекции 1, мы
можем задавать случайный процесс путём задания измеримого пространства значений
(Ξ,G), индексного постранства T и семейства мер νt1,..,tk на (Ξk,Gk) для всех конечных
наборов t1, .., tk ∈ T . Последние будут конечномерными распределениями итогового про-
цесса.

Шаг 1. Для начала нужно задать пространство состояний, индексов и определить
семейство мер, на основе которого мы построим случайный процесс. Рассматриваем одно-
мерную модель, многомерный случай строится аналогично, об этом есть заметка в конце
лекции. Фиксируем Ξ = R и G = B(R), борелевскую сигма-алгебру, а также индексное
пространство T = R+, которое будет выполнять роль времени. Зададим также функцию
p : T × Ξ× Ξ → R для t > 0 как

p(t, x, y) :=
1√
2πt

e−
(x−y)2

2t . (2.1)

Заметьте, что при фиксированных t, x или при фиксированных t, y функция p является
плотностью гауссовского распределения N (0, t). Фиксируем число x̃ ∈ R и теперь зададим
для любого конечного отсортированного по возрастанию набора t1, .., tk ∈ T меры νt1,..,tk

как

νt1,..,tk(A1 × ..× Ak) :=

∫
A1×..×Ak

p(t1, x̃, x1)p(t2 − t1, x1, x2)...p(tk − tk−1, xk−1, xk)dx1...dxk .

(2.2)
Теперь обобщим на случай неотсортированного набора. Пусть t1, .., tk – отсортирован-

ный набор, как выше, σ – перестановка {1, .., k}, зададим произвольную неотсортирован-
ную последовательность как tσ(1), .., tσ(k) и определим её меру как

νtσ(1),..,tσ(k)
(Aσ(1) × ..× Aσ(k)) := νt1,..,tk(A1 × ..× Ak), (2.3)

то есть, мера, соответствующая неотсортированному набору, – это мера, соответствующая
отсортированному набору тех же индексов с сохранением привязки времени к Ai.



2.1. БРОУНОВСКОЕ ДВИЖЕНИЕ 25

Рис. 2.2: При условии текущего положения xk следующее xk+1 будет иметь нормальное
распределение в соответствии с функцией p.

Шаг 2. Нужно проверить перестановочное условие согласованности. Но оно в точно-
сти то, что мы выписале в предыдущем параграфе, поэтому здесь наша задача выполнена.

Шаг 3. Фиксируем произвольный(отсортированный) набор t1, .., tk, tk+1 ∈ T , нужно
проверить, что

νt1,..,tk,tk+1
(A1 × ...× Ak ×R) = νt1,..,tk(A1 × ...× Ak).

Используя конкретный вид меры νt1,..,tk,tk+1
, мы можем вычислить последний интеграл:

νt1,..,tk,tk+1
(A1 × ...× Ak ×R) = (2.4)

=

∫
A1

...

∫
Ak

∫
R

p(t1, x̃, x1)...p(tk − tk−1, xk, xk+1)dx1...dxkdxk+1 = (2.5)

=

∫
A1

...

∫
Ak

p(t1, x̃, x1)...p(tk − tk−1, xk−1, xk)

{∫
R

p(tk − tk−1, xk, xk+1)dxk+1

}
dx1...dxk.

(2.6)

Заметим, что интеграл в скобках – это интеграл по R от плотности гауссовского распре-
деления и он равен 1 для любых фиксированных tk − tk−1, xk. Всё, что остаётся, – это и
есть желаемый результат:

νt1,..,tk,tk+1
(A1 × ...× Ak ×R) = (2.7)

=

∫
A1

...

∫
Ak

p(t1, x̃, x1)...p(tk − tk−1, xk−1, xk)dx1...dxk = (2.8)

= νt1,..,tk(A1 × ...× Ak). (2.9)

Итак, второе условие согласованности тоже выполнено. Есть тонкость, связанная с тем,
что из-за сортировки в условии Теоремы Ξ формально может стоять в любой точке по
времени, не только в последней. Чтобы проверить теорему Колмогорова в этом случае,
нужно заметить, что∫

R

p(ti − ti−1, xi−1, xi)p(ti+1 − ti, xi, xi+1)dxi = p(ti+1 − ti−1, xi−1, xi+1).
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Это утверждение не очевидно (и неверно в общем случае) на абстрактном уровне, для его
проверки нужно прямо использовать данный нам p.

Согласно Теореме 1.1 (Колмогорова о существовании), существует вероятностное про-
странство (Ω,F , P ) и случайный процесс (Wt)t∈T на нём с конечномерными распределе-
ниями νt1,..,tk , заданными выше. Построенный процесс (Wt)t∈T называется одномерным
Винеровским процессом (другое название – Броуновское движение с обозначением Bt) с
началом в точке x̃.

Такой процесс уже обладает несколькими интересными свойствами.

Утверждение 2.1. Процесс (Wt)t∈T – гауссовский.

▷ Рассмотрим конечный набор сечений Wt1 , ..,Wtk , запишем его в виде вектора Z =

[Wt1 ..Wtk ]
⊤. Для доказательства гауссовости можно ещё посчитать характеристическую

функцию f(ξ) и сравнить её с гауссовской, но технически это более сложный путь. Для
начала заметим, что если присмотреться к мерам, то по нашей конструкции

Wti = Wti−1
+ Yi,

где Yi – независимые гауссовские случайные величины. Можно на это посмотреть под
таким углом:

Yi = Wti −Wti−1
.

Поскольку Yi независимые и гауссовские, они образуют гауссовский вектор

Y = [Y1, .., Yk]
T ,

а сечения Винеровского процесса получаются как его линейное преобразование

Z = AY

с правильной матрицей A (попробуйте сами её построить). Линейное преобразование гаус-
совского вектора – тоже гауссовский вектор, значит любой набор сечений Винеровского
процесса будет гауссовским вектором, поэтому Винеровский процесс является гауссов-
ским.

Матожидание E [Wt] = x̃, но для задания гауссовского процесса нужна ковариационная
функция, которую можно увидеть из ковариационной матрицы вектора Z (проверьте!):

C =


t1 t1 .. .. t1

t1 t2 t2 ... t2

... ... ... ... ...

t1 t2 t3 ... tk

 ∈ Rk×k.
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Таким образом, (Wt)t∈T – гауссовский процесс с матожиданием E [Wt] = x̃ и ковариаци-
онной функцией K(t, s) = t ∧ s := min(t, s), которую мы можем видеть в матрице C.
□

А ещё

Следствие 2.2. W0 = x̃ почти наверное.

Таким образом, ещё одно определение Винеровского процесса может звучать так.

Определение 2.1. Винеровский процесс, начинающийся в точке x̃ ∈ R – это гауссовский
процесс (Wt)t∈T на индексном пространстве T = R+ со значениями в Ξ = R, который
имеет матожидание E [Wt] = x̃ и ковариационную функцию K(t, s) = t ∧ s := min (t, s).

У Винеровского процесса есть ещё одно свойство которое является очень полезным для
симуляции траекторий.

Определение 2.2. Случайный процесс (Xt)t∈R+ называется процессом с независимы-
ми приращениями, если для любого конечного отсортированного по возрастанию набора
t1, .., tk ∈ T случайные величины

Xtk −Xtk−1
, .., Xt2 −Xt1

являются независимыми в совокупности.

Утверждение 2.3. Винеровский процесс (Wt)t∈T – это процесс с независимыми прира-
щениями.

▷ Вы уже могли догадаться об этом по предыдущему доказательству, но вот ещё спо-
соб проверить некоррелированность, если вы определяете изначально определяете Вине-
ровский процесс как гауссовский, а не с помощью классической конструкции. Поскольку
(Wt)t∈T – гауссовский процесс, приращения тоже будут иметь нормальное распределение
(в том числе, совместное). Для проверки независимости, таким образом, достаточно пока-
зать, что ковариация любых двух приращений равна нулю. Мы знаем точное выражение
для ковариации K(t, s) = E [WtWs] = t ∧ s, используя его, получим для t2 > t1 > t0

E [(Wt2 −Wt1)(Wt1 −Wt0)] = E [Wt2Wt1 ] + E [Wt1Wt0 ]− t1 − E [Wt2Wt0 ] =

= t1 + t0 − t1 − t0 = 0.

□

Соберём представленную нами конструкцию более кратко в следующем определении.

Определение 2.3. Винеровский процесс W – это случайный процесс на пространстве
значений Ξ = R и индексном пространстве T = R+, обладающий следующими свойства-
ми:
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• W0 = x̃ почти наверное;

• W – процесс с независимыми приращениями;

• Для t > s приращение Wt −Ws ∼ N(0, t− s)/

Значение x̃ – это параметр, чаще всего мы будем предполагать x̃ = 0.

Это утверждение позволяет сконструировать гораздо более экономный метод для си-
муляции процесса W , чем тот, что мы используем для гауссовких процессов. Положим,
что мы хотим сгенерировать (дискретизированную) траекторию процесса в заданные мо-
менты времени t1, .., tk, тогда наш алгоритм будет выглядеть так:

1. Задать стартовое значение w0 = x̃;

2. Сгенерировать дискретизированную траекторию процесса гауссовского белого шума
N (0, 1): ξ1, .., ξk ;

3. Для j = 1, .., k задать wtj = wtj−1
+
√
tj − tj−1ξj;

4. Набор w0, wt1 , .., wtk – это дискретизированная траектория Винеровского процесса.

В отличие от симуляции гауссовского процесса, нам не требуется работать с ковариа-
ционной матрицей и метод требует всего лишь O(k) операций вместо как минимум O(k2).

2.2 Непрерывность траекторий

До сих пор мы не очень интересовались свойствами траекторий случайного процесса, хотя
в лекции 1 мы видели, что некоторые гауссовские процессы чудесным образом обладали
непрерывными (и даже гладкими) траекториями. Заметим: теорема Колмогорова (Теоре-
ма 1.1) позволяет задать случайный процесс на каком-то вероятностном пространстве, но
лишь как некоторую меру на траекториях, подобно тому, как задаётся случайная величи-
на. Но теорема Колмогорова не утверждает ничего о свойствах траекторий процесса. Дело
в том, что в результате теоремы говорится о существовании вероятностного простран-
ства и случайного процесса на нём (имеющего заданные конечномерные распределения),
но ничего про единственность такого задания, так как само доказательство строит толь-
ко индуцированную меру на пространстве значений. По этой причине в смысле функций
X : T × Ω существуют случайные процессы, которые имеют одинаковые конечномерные
распределения, но свойства траекторий могут отличаться.

Определение 2.4. Пусть (Xt)t∈T и (Yt)t∈T – два случайных процесса на вероятностном
пространстве (Ω,F , P ). Если для всех t ∈ T

P ({ω ∈ Ω : Xt(ω) = Yt(ω)}) = 1,
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то процесс X называется модификацией (в англ. литературе version или modification)
процесса Y .

Пример 2.1. Рассмотрим вероятностное пространство (R+,B(R+), µ), где µ – вероят-
ностная мера, которая удовлетворяет условию µ({ω}) = 0 ∀ω ∈ R+. Зададим индексное
пространство T = R+ и определим два простых случайных процесса :

Yt(ω) = 0 ∀t ∈ R+, ω ∈ R+,

Xt(ω) =

1, если t = ω,

0, иначе.

Заметьте, что X и Y в данном случае являются модификациями друг друга. Действи-
тельно, если мы возьмём фиксированный t ∈ R+, то

P (Xt = Yt) = 1,

так как отличаться они будут лишь в одной точке ω = t. При этом мы видим, что Y
имеет непрерывные траектории (константа 0), а X всегда будет имет разрыв в одной
точке.

Утверждение 2.4. Если процесс X – модификация процесса Y то два процесса имеют
одинаковые конечномерные распределения.

▷ Фиксируем моменты t1, .., tk и рассмотрим соответствующее конечномерное распре-
деление процесса X для произвольных измеримых A1, .., Ak. Пусть событие

A := {ω ∈ Ω : Xt1(ω) ∈ A1, .., Xtk(ω) ∈ Ak} ,

и событие
B := {ω ∈ Ω : Xt1(ω) = Yt1(ω), .., Xtk(ω) = Ytk(ω)} .

Заметим, что

P (A ∩B) = P ({ω ∈ Ω : Xt1(ω) ∈ A1, .., Xtk(ω) ∈ Ak, ∀ti Xti(ω) = Yti(ω)}) =

= P ({ω ∈ Ω : Yt1(ω) ∈ A1, .., Ytk(ω) ∈ Ak, ∀ti Xti(ω) = Yti(ω)}) ,

потому что это одно и то же событие. Далее, как вероятность пересечения,

P (B) ≤ P (Xt1 = Yt1) = 1,

в силу того, что X – модификация Y , значит, P (B) = 1. Если мы вернёмся наверх, то
заметим, что

P ({ω ∈ Ω : Yt1(ω) ∈ A1, .., Ytk(ω) ∈ Ak, ∀ti Xti(ω) = Yti(ω)}) =

= P ({ω ∈ Ω : Yt1(ω) ∈ A1, .., Ytk(ω) ∈ Ak(ω)}) ,
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так как в силу P (B) = 1

∀A ∈ F P (A ∩B) = P (A).

В итоге

P ({ω ∈ Ω : Xt1(ω) ∈ A1, .., Xtk(ω) ∈ Ak}) =

= P ({ω ∈ Ω : Yt1(ω) ∈ A1, .., Ytk(ω) ∈ Ak}) ,

то есть, конечномерные распределения процессов будут совпадать. □

Если мы попробуем просимулировать Винеровский процесс, то мы увидим, что траек-
тории очень похожи на непрерывные. В некотором конкретном смысле это действительно
так. Это следует из второй известной теоремы Колмогорова.

Теорема 2.5. (Теорема Колмогорова о непрерывности) Пусть (Xt)t∈R+ – случайный про-
цесс на вероятностном пространстве (Ω,F , P ) со значениями в Ξ = R. Если для всех
T > 0 существуют такие константы α, β,D > 0, что

∀t, s ∈ [0, T ] E [|Xt −Xs|α] ≤ D|t− s|1+β,

то существует модификация (X̃t)t∈R+ c непрерывными траекториями.

Если посмотреть немного по-другому, это означает, что в каждой точке t ∈ R+ почти
наверное траектория процесса X будет непрерывной. Винеровский процесс, как оказыва-
ется, удовлетворяет этой теореме. Есть разные пути проверить этот факт.

Утверждение 2.6. Существует модификация Винеровского процесса (Wt)t∈T с непре-
рывными траекториями.

▷ Возьмём α = 4, положим t > s и рассмотрим

E
[
(Wt −Ws)

4
]
= E

[
W 4

t − 4W 3
t Ws + 6W 2

t W
2
s − 4WtW

3
s +W 4

s

]
.

Все величины выше – гауссовские и для их моментов есть формула Иссерлиса (см. конец
лекции):

E
[
W 4

t

]
= 3(E

[
W 2

t

]
)2 = 3t2, E

[
W 3

t Ws

]
= 3E

[
W 2

t

]
E [WtWs] = 3ts,

E
[
W 2

t W
2
s

]
= E

[
W 2

t

]
E
[
W 2

s

]
+ 2(E [WtWs])

2 = ts+ 2s2, E
[
W 4

s

]
= 3s2, E

[
WtW

3
s

]
= 3s2.

В результате имеем

E
[
(Wt −Ws)

4
]
= 3t2 − 12ts+ 6(ts+ 2s2)− 12s2 + 3s2 = 3(t− s)2.

Так, с константами α = 4, β = 1, D = 3 Винеровский процесс удовлетворяет Теореме 2.5
и, следовательно, существует его непрерывная модификация. □
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Упражнение 2.1. Проверьте c помощью теоремы Колмогорова о непрерывности, что
у одномерного гауссовского процесса с линейной ковариационной функцией K(t, s) есть
непрерывная модификация.

Пример 2.2. Рассмотрим гауссовский белый шум (Xt)t∈T с распределением N (0, σ2).
Взгляд на симулированные траектории позволяет предположить, что они в каждой
точке будут почти наверное разрывными. Это действительно так. Мы можем заме-
тить, что для всех δ > 0 и t, s таких, что |t − s| < δ, разность |Xt − Xs| > 0 с
вероятностью 1. Формально, однако, это потребует доказательства; приведём идею,
опирающуюся на лемму Бореля-Кантелли.

Лемма утвержадет следующее. Пусть (Ω,F , P ) – вероятностное пространство, (En)

– последовательность измеримых множеств En ∈ F . Если ряд
∑∞

k=1 P (En) сходится,
то

P

(
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ek

)
= 0,

то есть, вероятность того, что бесконечное число событий из последовательности сбы-
ваются одновременно, равна нулю, если события En достаточно малые (согласно мере
P ).

Пойдём от противного: предположим, что в фиксированной точке t траектория про-
цесса X с вероятностью больше 0 непрерывна. Это требование эквивалентно тому, что
с вероятностью строго больше 0

∀ε > 0 ∃δ(ε) : |t− t′| < δ ⇒ |Xt(ω)−Xt′(ω)| < ε.

Возьмём последовательность εn = 1/n2 и δn = δ(εn)/2, а также произвольные точки
tn ∈ [t− δn, t+ δn]. По нашему предположению, с вероятностью больше 0 условие непре-
рывности соблюдается и для нашего выбора εn, δn, tn, значит

P

(
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

{ω ∈ Ω : |Xt −Xtk | < εk}

)
> 0.

Теперь обратимся к лемме Бореля-Кантелли: пусть

En := {ω ∈ Ω : |Xt −Xtn| < εn} .

Поскольку разность Xt−Xtn – это гауссовская случайная величина с дисперсией 2, можно
оценить (см. Рис. 2.3)

P (|Xt −Xtn| < εn) ≤
2εn
2
√
π
=

εn√
π
.
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Рис. 2.3: Идея оценки вероятности события En: плотность нормального распределения
имеет максимум в нуле, равный 1/(

√
4π)

Ряд
∞∑
n=1

P (En) =
∞∑
n=1

εn√
π
=

∞∑
n=1

1

n2
√
π
,

как нам известно, будет сходиться, а по лемме Бореля-Кантелли это означает, что

P

(
∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

{ω ∈ Ω : |Xt −Xtk | < εk}

)
= 0,

что противоречит предположению.

Правда, ничего лучше в плане гладкости про Винеровский процесс доказать не выйдет.

Теорема 2.7. Траектории Винеровского процесса (Wt)t∈R+ почти наверное нигде не диф-
ференцируемы.

Эту теорему мы приводим без доказательства, так как оно достаточно техническое и
опирается на лемму Бореля-Кантелли и похоже на приведённое выше. Рекомендуем, если
интересно, посмотреть [11, Гл.3, Теор.1].

2.3 Многомерный Винеровский процесс

Построим теперь многомерный Винеровский процесс как случайный векторный процесс
с независимыми координатами, каждая из которых является одномерным Винеровским
процессом (в R3 он вполне будет описывать физическое Броуновское движение). Все ре-
зультаты, которые были приведены выше, оказываются верны и в многомерном случае.

Зададим стартовое положение x̃ ∈ Rn, индексное пространство T = R+, пространство
значений Ξ = Rn и сигма-алгебру Gn как наименьшую сигма-алгебру, включающую в себя
все декартовые произведения A1 × ..× An для всех A1, .., An ∈ G = B(R). Так же, как и в
начале, зададим функцию p : T × Ξ× Ξ → R как

p(t, x, y) :=
1

(
√
2πt)n

e−
∥x−y∥22

2tn . (2.10)

При фиксированных t, x и t, y это плотность некоррелированного гауссовского вектора.
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Упражнение 2.2. Проверьте выполнение условий согласованности из Теоремы Колмо-
горова о существовании (Теорема 1.1).

Процесс (Wt)t∈T , построенный с помощью теоремы Колмогорова о существовании, на-
зывается многомерным Винеровским процессом. Как и одномерный Винеровский, он будет
гауссовским, но в отличие от гауссовских процессов из лекции 2, будет принимать значе-
ния в Ξ = Rn и описание его ковариационной функции будет немного более сложным.
Многомерный Винеровский процесс (Wt)t∈T - – это вектор состоящий из независимых
одномерных Винеровских процессов (так как мы строили его именно таким образом), по-
этому все теоремы, которые мы доказывали, верны и здесь (как, например, утверждение
о независимости приращений), но требуют небольшого уточнения.

Теорема 2.8. (Теорема Колмогорова о непрерывности, векторный вариант). Пусть (Xt)t∈R+

– это случайный процесс со значениями в Ξ = Rn. Если для любого T > 0 существуют
такие константы α,D, β > 0, что

∀t, s < T E [∥Xt −Xs∥α2 ] ≤ D∥t− s∥1+β
2 ,

то существует непрерывная версия (X̃t)t∈T процесса X.

Следствие 2.9. Многомерный Винеровский процесс почти наверное имеет непрерывные
траектории.

▷ Для проверки нужно всё так же взять α = 4 и проделать те же действия, что в
одномерном случае. Получится, что с константами α = 4, β = 1, D = n(n+2) многомерный
Винеровский процесс W будет удовлетворять Теореме 2.8 □

2.4 Формула Иссерлиса: моменты гауссовских векторов

Этот результат очень старый, известен также как формула Вика (переоткрытый результат
в статистической физике, спустя примерно 40 лет), доказательство можно найти в [6] и
в приквеле статьи. Формула комбинаторная и не очень распространена в классической
вероятности, но иногда очень сильно спасает время.

Теорема 2.10. Пусть [X1, .., XK ]
⊤ – гауссовский случайный вектор с нулевым матожи-

данием и ковариационной матрицей Σ = (σij)i,j=1,..,K и число K является чётным. Обо-
значим за P множество идеальных паросочетаний, то есть, множеств вида {(i1, i2), .., (iK−1, iK)},
где все ij ∈ {1, .., K}, для всех j ̸= k индексы ij ̸= ik и при этом задействованы все эле-
менты {1, .., K}.

E [X1X2..XK ] =
∑
π∈P

∏
(i,j)∈π

Cov (Xi, Xj) =
∑
π∈P

∏
(i,j)∈π

σij.

В случае, если K нечётное, то

E [X1X2..XK ] = 0.
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В лекции мы её использовали для того, чтобы посчитать моменты Винеровского про-
цесса, вспомним два для примера. Пусть t > s – два момента времени.

E
[
W 4

t

]
= E [WtWtWtWt] = |формула Ис.| = 3E [WtWt]E [WtWt] = 3t2,

E
[
W 2

t W
2
s

]
= E [WtWtWsWs] =

= |формула Ис.| = E
[
W 2

t

]
E
[
W 2

s

]
+ E [WtWs]E [WtWs] + E [WtWs]E [WtWs] = ts+ 2s2.
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