
ЛЕКЦИЯ 1
Случайные процессы: определения

В этой лекции мы вводим понятия случайного процесса, его основных характеристик
(конечномерные распределения, матожидание, ковариационная функция), стационарно-
сти в узком и широком смысле, а также обсуждаем первые примеры.

1.1 Случайный процесс

В мире достаточно большое число динамических процессов, которые имеют в себе неко-
торую неопределённость.

1. Датчики ЭКГ(электрокардиография), как и любые датчики выдают на выходе за-
шумлённые данные. Замеренное датчиком напряжение в момент времени t ∈ R+ –
это Xt, случайная величина со значением в R.

2. Очереди на кассах в супермаркете случайные и меняются со временем. Мы не можем
знать, в какой момент к нам придут клиенты. Число клиентов Xt в момент времени
t ∈ R+ – это случайная величина принимающая целые, но сколь угодно большие
значения, ограниченные только размером магазина и прилегающей территории.

3. Сам клиент (с позиции руководителя магазина) – это тоже очень неопределённый
субъект. Мы знаем, что он может случайно переходить по отделам, но достоверно
не известно, как именно. При этом очевидно, что магазин может влиять на модель
клиента путём разных управленческих решений (правильного размещения отделов,
скидок и пр.). Для выручки магазина может быть не важно, сколько времени кли-
ент провёл на каждом отделе, но важно, как именно он между ними перемещался.
Таким образом, положение клиента Xt в момент t ∈ Z+ – это случайная величи-
на, принимающая значения в конечном множестве {1, .., n}, если в магазине всего n
отделов.

4. Давление в газопроводе зависит от расстояния от точки замера до источника газа
очень неопределённым образом в силу засорённости трубы и её геометрии. Давление
Xt в точке трубы t ∈ D ⊂ R4 – это случайная величина, принимающая значения в
R+.

Очевидно, что одних случайных величин становится недостаточно для описания ди-
намики таких систем – например, положение клиента в магазине зависит от того, где он
был раньше и отчасти может определять, где он будет потом. Поэтому на все Xt нужен
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некоторый общий взгляд. Для начала заметим, что если мы зафиксируем время (или точ-
ку пространства, как в примере 4), то показатели (напряжение, размер очереди на кассе,
давление газа, номер отдела, где находится клиент) – это случайные величины, которых
очень много и при этом они ещё нетривиально зависят друг от друга.

Определение 1.1. Пусть (Ω,F , P ) – вероятностное пространство. Семейство случай-
ных величин Xt : Ω → Ξ, принимающих значения в измеримом пространстве (Ξ,G),
проиндексированное значениями t ∈ T из некоторого множества T , называют случай-
ным процессом и обозначают (Xt)t∈T . Часто для краткости мы будем писать X.

В примерах 1 и 2 индексное пространство T = R+, в третьем примере T = Z+; так,
индекс – это время. Тем не менее, часто индексом может быть, например, подмножество
R3, как в случае с примером 4. Пространство значений Ξ = R+ в примерах 1 и 4, в при-
мере 2 это Ξ = Z, а в третьем примере Ξ = {1, .., n}.

Случайный процесс обозначают как Xt(ω) или X(t, ω), таким образом явно обозначая,
что его можно рассматривать как функцию X : T × Ω → Ξ. Если мы фиксируем индекс
t = t0, то мы получаем Xt0 : Ω → R, случайную величину, называемую иногда сечением
процесса в точке t0 . Если же мы зафиксируем ω = ω0, то Xt(ω0) : T → R – это детер-
минированная функция индекса t, называемая реализацией или траекторией случайного
процесса X. Иными словами, выпало событие ω ∈ Ω и сразу реализовалась вся траектория
процесса Xt(w).

Рис. 1.1: Одна из известных классификаций случайных процессов

Для многих результатов существенно, как именно устроено индексное пространство
T и множество значений Ξ. Рассмотрим одну известную классификацию (см. Рис. 1.1).
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Пусть T ⊂ R+. Если T счётно (например, T = Z+), то говорят о процессе в дискретном
времени; если T континуально (к примеру, T = R+), то X – процесс в непрерывном вре-
мени. Похожее разделение есть для пространства значений: если Ξ не более, чем счётно,
то X – процесс c дискретными состояниями; если Ξ континуально, то X – процесс с
непрерывными состояниями.

Пример 1.1. Пусть U ∈ U [0, 1], а случайный процесс задаётся Xt = Usin(t). Траекто-
риями такого процесса будут синусы со случайными амплитудами U (См. Рис. 1.4), а
сечениями будут случайные величины Xt ∼ U [0, sin t] для t ∈ (2πk, π+2πk), Xt ∼ U(sin t, 0)
для t ∈ (π + 2πk, 2π + 2πk) и Xt = 0 для t = 2πk.
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Рис. 1.2: Траектории процесса из Примера 1.1

1.2 Семейство конечномерных распределений и согла-

сованность

Пусть (Ω,F , P ) – вероятностное пространство и (Xt)t∈T – случайный процесс на нём cо
значениями в измеримом пространстве (Ξ,G). Если Ω̃ – пространство всех функций ω̃ :

T → Ξ, то мы можем определить цилиндрическое множество, как

BA1,..,An
t1,..,tn :=

{
ω̃ ∈ Ω̃ : ω̃(t1) ∈ A1, .., ω̃(tn) ∈ An

}
(1.1)

для t1, .., tn ∈ T и A1, .., An ∈ G. Если мы определим сигма-алгебру цилиндров B как
порождённую всеми возможными цилиндрическими множествами, то мы получим, что
каждый цилиндр – это измеримое множество. Более того, мы можем определить меру
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каждого цилиндра как

P̃
(
BA1,..,An

t1,..,tn

)
= P ({ω ∈ Ω : Xt1(ω) ∈ A1, .., Xtn(ω) ∈ An}) . (1.2)

Таким образом, мы получили, что на основе случайного процесса X можно (с исполь-
зованием теоремы о продолжении меры) задать вероятностное пространство (Ω̃,B, P̃) на
множестве траекторий.

Рис. 1.3: Пример цилиндрического множества: две зелёных функции принадлежат цилин-
дру BA1,A2,A3

t1,t2,t3 , а жёлтая – нет

Поскольку в каждый фиксированный момент Xt – случайная величина, мы можем
исследовать процесс и сложные зависимости между разными величинами Xt1 , .., Xtn изу-
чая совместные распределения, которые имеют самое прямое отношение к пространству
(Ω̃,B, P̃).

Определение 1.2. Пусть (Xt)t∈T – случайный процесс, определённый на вероятностном
пространстве (Ω,F , P ) и принимающий значения в измеримом пространстве (Ξ,G) и
t1, .., tn ∈ T . Совместный закон распределения

F (t1, .., tn;A1, .., An) = Ft1,..,tn(A1, .., An) := P (Xt1 ∈ A1, .., Xtn ∈ An)

называют n-мерным распределением в точках t1, .., tn ∈ T . Часто вводят также функ-
цию распределения

Ft1,..,tn(x1, .., xn) := P (Xt1 ≤ x1, .., Xtn ≤ xn) .

Одномерных распределений оказывается недостаточно для описания случайного про-
цесса – они ничего не говорят о зависимости случайных величин Xt в разных точках
t ∈ T . Но в некоторых простых случаях их может быть достаточно чтобы задать полное
семейство конечномерных распределений.

Упражнение 1.1. Выпишите конечномерные распределения для процесса из Примера
1.1.
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Пример 1.2. Случайный процесс Xt состоящий из независимых в совокупности (то
есть, любые k сечений Xt1 , .., Xtk независимы в совокупности) и одинаково распределён-
ных случайных величин называется белым шумом. Например, если Xt ∼ N (0, 1) для всех
t ∈ T и любые сечения Xt1 , .., Xtk независимы в совокупности, получим (стандартный)
гауссовский белый шум.
Так мы задали процесс X, задав семейство всех конечномерных распределений. Одномер-
ные распределения F (t1;A1) = f(A1) фиксированы, а любое n-мерное распределение будет
иметь вид

F (t1, .., tn;A1, .., An) =
n∏

k=1

P (Xtk ∈ Ak) =
n∏

k=1

f(Ak)

в силу условия независимости. В зависимости от приложений под белым шумом могут
понимать разные предположения: иногда требуют дополнительно гауссовость распре-
деления, а иногда вместо независимости только некоррелированность.

Пример 1.3. Рассмотрим модель авторегрессии порядка 1 (обозначают AR(1)) с пара-
метром α, x0 ∈ R. Это процесс в дискретном времени. Пусть T = Z+, Ξ = R и εt –
процесс гауссовского N (0, 1) белого шума. Авторегрессионный процесс (Xt)t∈T определя-
ется следующим образом: X0 = x0, а далее Xt подчиняется закону

Xt+1 = αXt + εt+1.

Более общие модели авторегрессии задаются путём добавления дополнительных лагов
Xt−1, Xt−2,.. с другими коэффициентами (весами) α−1, α−2, ... В таком случае процесс
AR(p) задаётся рекуррентным уравнением

Xt+1 =

p−1∑
i=0

α−iXt−i + εt+1.

В теории временных рядов есть несколько методов, позволяющих оценивать веса лагов
на основе реализации части траектории процесса X.

До сих пор мы рассматривали простые процессы: те, которые можно задать с помощью
нескольких случайных величины и процесса белого шума, который в свою очередь, сам
задаётся с помощью семейства одномерных распределений и требования независимости
сечений. Один из известных способов задания более общего случайного процесса – задание
семейства конечномерных распределений всех порядков. Инструмент для этого нам даёт
известная теорема Колмогорова о существовании.

Теорема 1.1. (Теорема Колмогорова о существовании, обобщение [12, Гл. 12] на основе
[9]) Пусть (Ξ,G) – измеримое пространство, T – некоторое множество и для всех k ∈
Z+ и t1, .., tk ∈ T заданы вероятностная мера νt1,..,tk на Ξk такая, что выполнены условия
согласованности:



1.3. ПРИМЕР: ГАУССОВСКИЙ ПРОЦЕСС (ОТНЕСЕНО В СЕМИНАР) 19

1. Для любого набора измеримых множеств F1, .., Fk ∈ G и любой перестановки σ на
множестве {1, .., k} выполнено

νt1,..,tk(F1 × ..× Fk) = νtσ(1),..,tσ(k)

(
Fσ(1) × ..× Fσ(k)

)
.

2. Для всех k,m ∈ Z+ и t1, .., tk, tk+1, .., tk+m ∈ T выполнено

νt1,..,tk(F1 × ..× Fk) = νt1,..,tk+m
(F1 × ..× Fk × Ξ× ..× Ξ),

где справа число множителей равно k +m.

Тогда существует вероятностное пространство (Ω,F , P ) и случайный процесс (Xt)t∈T ,
определённый на нём, такой, что

νt1,..,tk(F1 × ..× Fk) = P (Xt1 ∈ F1, .., Xtk ∈ Fk)

для всех k ∈ Z+, индексов t1, .., tk ∈ T и измеримых множеств F1, .., Fk ∈ G.

Так, разумным образом строя семейства конечномерных распределений, мы можем
корректно задать случайный процесс, как функцию X : T × Ω → Ξ на вероятностном
пространстве (Ω,F , P ).

1.3 Пример: гауссовский процесс (отнесено в семинар)

Возможно, вы уже встречали гауссовские процессы в курсах по машинному обучению или
анализу данных. Они являются очень мощным средством для разного рода моделирования
и регрессии. Для Python имплементацию можно найти, например, в пакетах scikit-learn

и gpy, ещё есть GPyTorch, как минимум одно решение на PyTorch.

Для простоты рассмотрим случай T = R, Ξ = R; впрочем, если вас не пугают тензо-
ры, вы можете подумать, как обобщить (например, вот так). Любой гауссовский процесс
задаётся двумя функциями m : T → R и K : T × T → R, причём последняя должна быть
симметричной и удовлетворять следующему условию.

Определение 1.3. Функцию K : T × T → R назовём положительно полуопределённой,
если для любого набора t1, .., tk ∈ T и любых ненулевых векторов x ∈ Rk

x⊤Bx ≥ 0,

где матрица B ∈ Rk×k имеет элементы Bij = K(ti, tj)

Иными словами, мы требуем, чтобы любая матрица B, составленная как выше, была
ковариационной матрицей случайного вектора для любого набора индексов.

https://scikit-learn.org/1.5/modules/gaussian_process.html
https://gpy.readthedocs.io
https://gpytorch.ai/
https://link.springer.com/article/10.1007/s40300-023-00238-3
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Мы задаём гауссовский процесс (Xt)t∈T с матожиданием m : T → R и ковариационной
функцией K : T ×T → R полагая, что для любого набора индексов t1, .., tk ∈ T случайный
вектор [Xt1 , .., Xtk ]

⊤ имеет гауссовское распределение с матожиданием [m(t1), ..,m(tk)] и
ковариационной матрицей B = (K(ti, tj))j=1,..,k. Набор гауссовских распределений удовле-
творяет условиям согласованности (проверьте!) в Теореме 1.1, следовательно, существует
и случайный процесс с конечномерными гауссовскими распределениями, заданными выше.

В качестве простейшей ковариационной функции можно использовать, например, ли-
нейную или квадратично-экспоненциальную функцию с параметром l ∈ R (который мож-
но настраивать методом максимального правдоподобия в задаче регрессии):

K(t, s) = ts, K(t, s) = e−
(t−s)2

2l2 . (1.3)

Упражнение 1.2. Как выглядят функции Kwn(t, s),m(t), которые задают процесс гаус-
совского белого шума из Примера 1.2?

Упражнение 1.3. Приведите пример функции K : T × T → R, которая является сим-
метричной, но не положительно полуопределённой.

Упражнение 1.4. Приведите пример функции K : T×T → R, которая является несим-
метричной, но положительно полуопределённой.

Гауссовские процессы – очень гибкий инструмент, потому что можно использовать
самые разные ковариационные функции и моделировать очень сложные зависимости.

Рис. 1.4: Примеры траекторий гауссовских процессов с разными ковариациоными функци-
ями: квадратично-экспоненциальной, белошумной Kwn(t, s), линейной с шумом K(t, s) =

ts+Kwn(t, s) и квадратичной с шумом K(t, s) = (ts)2 +Kwn(t, s)

1.4 Числовые характеристики и стационарность

Пусть процесс X принимает значения в Ξ ⊂ R или Ξ ⊂ Rn. Мы уже познакомились с
двумя характеристиками, когда обсуждали гауссовские процессы. Определим их явно и
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добавим ещё несколько.

Определение 1.4. Пусть (Xt)t∈T – случайный процесс со значениями в R или Rn.

Функция m(t) := E [Xt] называется матожиданием процесса X.

Функция K(t, s) := Cov (Xt, Xs) = E
[
(Xt −m(t)) (Xs −m(s))⊤

]
называется ковариа-

ционной функцией.

Функция v(t) := Tr (K(t, t)), где Tr – это след матрицы, называется дисперсией про-
цесса X.

Упражнение 1.5. Чему будут равны матожидания и ковариационные функции процес-
сов из примеров 1.1, 1.3?

В случае гауссовских процессов мы задали целый случайный процесс используя толь-
ко матожидание и ковариационную функцию. Причём оказывается, что свойство положи-
тельной полуопределённости (Опр. 1.3) является существенным.

Утверждение 1.2. (Упражнение) Функция K(t, s) является ковариационной функцией
некоторого процесса тогда и только тогда, когда она является симметричной и поло-
жительно полуопределённой в смысле Опр. 1.3.

Пусть (Xt)t∈T – случайный процесс, определённый на вероятностном пространстве
(Ω,F , P ) и c векторным пространством T в качестве индексного (чтобы мы могли делать
сдвиги на элемент s ∈ T ).

Определение 1.5. Процесс X называется стационарным в узком смысле (strongly stationary),
если для любого конечного набора индексов t1, .., tk конечномерные распределения не меня-
ются со сдвигом всего набора на s ∈ T , то есть,

P (Xt1 ∈ A1, .., Xtk ∈ Ak) = P (Xt1+s ∈ A1, .., Xtk+s ∈ Ak)

для любых измеримых множеств A1, .., Ak ∈ G.

Определение 1.6. Процесс X называется стационарным в широком смысле (weakly
stationary), если

1. Существуют конечные матожидание m(t) и дисперсия v(t) в каждой точке t ∈ T ;

2. Матожидание – константа: m(t) = const;

3. Ковариационная фукнция зависит только от разности аргументов: существует
функция K̃ : T → R такая, что K(t, s) = K̃(|t− s|) <∞ для любых t, s ∈ T .
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Рис. 1.5: Траектории процесса из Примера 1.4

Пример 1.4. В общем случае из стационарности в узком смысле следует стационар-
ность в широком смысле (докажите, для этого нужно выписать ковариационные функ-
ции K(t, t + s) и K(t − s, t) и показать, что они равны для любых t, s ∈ T , используя
определение стационарности в узком смысле). В обратную сторону, как оказывается,
утверждение неверно – существуют процессы, которые стационарны в широком смыс-
ле, но не стационарны в узком. Пусть T = Z, Ξ = R, εt – процесс белого шума с распре-
делением N (0, 1). Процесс Xt, определённый как

Xt =

εt, t – чётное,
1√
2
(ε2t − 1), t – нечётное,

не будет стационарным в узком смысле, но будет стационарным в широком смысле.

Пример 1.5. Гауссовские процессы интересны ещё и тем, что для них стационарность
в широком смысле влечёт стационарность в узком смысле (проверьте, это следует на-
прямую из того, что совместные распределения всех конечных наборов сечений гауссов-
ские).

Упражнение 1.6. Проверьте, являются ли процесса из Примера 1.1 и гауссовский белый
шум из Примера 1.2 стационарными в узком или широком смыслах?

Упражнение 1.7. Пусть T ∈ R, (Xt)t∈T – гауссовский процесс c m(t) = 0. Проверьте,
будет ли процесс стационарным (в широком смысле), если ковариацонная функция

1. линейная K(t, s) = ts;

2. квадратично-экспоненциальная K(t, s) = e−
(t−s)2

2l2 с параметром l ∈ R.
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