
ЛЕКЦИЯ 0
Обзор теории вероятности

Главная цель этой лекции – напомнить необходимые базовые понятия из теории ве-
роятности, которые потом мы будем постоянно использовать в течение курса. Мы
начинаем с понятия сигма-алгебры, измеримых множеств, измеримых пространств,
измеримых функций и меры. Далее мы говорим о понятии независимости и случайных
величинах и заканчиваем кратким обзором конструкции интеграла Лебега и определе-
ниями матожидания, дисперсии и ковариации случайных величин.

0.1 Вероятностное пространство

0.1.1 Измеримое пространство

Измеримое пространство - это пространство, на котором можно задать меру. Давайте
вспомним, как оно строится.

Определение 0.1. Пространство элементарных событиый - это некоторое непустое
множество, обычно обозначаемое Ω , элементы которого ω ∈ Ω называются элементар-
ными событиями.

Определение 0.2. Совокупность G подмножеств множества Ω называется алгеброй
(множеств), если выполняются следующие три условия:

1. Ω ∈ G
2. из C ∈ G следует, что Ω \ C ∈ G
3. из C1, ...Cn ∈ G следует, что

n⋃
i=1

Ci ∈ G

Пример 0.1. Наименьшая алгебра состоит всего из двух элементов: {Ω, ∅}.
Наибольшая алгебра - это алгебра всех возможных подмножеств множества Ω.

Пример 0.2. Пусть задано конечное или счетное разбиение на Ω (совокупность непере-
секающихся подмножеств {Bi}i∈I , такое что Ω =

⋃
i∈I
Bi). Тогда это разбиение порожда-

ет алгебру, состоящую из элементов вида C =
⋃

i∈J⊂I

Bi, где J - это любое подмножество

индексов.

Упражнение 0.1. Докажите, что любая конечная алгебра порождается каким-то раз-
биением.

Определение 0.3. Алгебра F называется σ-алгеброй, если она замкнута относительно
счетных объединений, т.е. если Ci ∈ F , i ∈ N, то

⋃
i∈N

Ci ∈ F .
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Пример 0.3. Рассмотрим множество целых чисел Z. Множество всех его подмно-
жеств будет σ-алгеброй.

Пример 0.4. На вещественной прямой R чаще всего используют σ-алгебру, порожден-
ную открытыми множествами. Она называется борелевской σ-алгеброй B(R) и зада-
ется как наименьшая σ-алгебра, содержащая все открытые множества. Причина, по
которой сигма-алгебра всех подмножеств неудобна состоит в том, что на ней в об-
щем случае нельзя определить вероятностную меру – в этой сигма-алгебре существу-
ют множества, мера которых не определена (вне зависимости от выбранной меры!),
так называемые неизмеримые множества.

Пример 0.5. Аналогично можно задать борелевскую σ-алгебру B(Rn) на Rn.

Определение 0.4. Измеримым пространством называется пара (Ω,F), где Ω – про-
странство элементарных событий, а F — некоторая σ-алгебра подмножеств Ω. Эле-
менты σ-алгебры F называются измеримыми множествами.

0.1.2 Измеримые функции

Измеримые функции - это базовое понятие для задания случайной величины.

Определение 0.5. Пусть на измеримом пространстве (Ω,F) задана функция f : Ω → Ξ

в другое измеримое пространство (Ξ,G). Тогда функция f называется измеримой, если
прообраз любого измеримого множества измерим, т.е. ∀A ∈ G f−1(A) ∈ F .

Рис. 1: Измеримая функция f : Ω → Ξ переводит измеримые множества (относительно
сигма-алгебры F) в измеримые множества (относительно сигма-алгебры G)

Иными словами, мы требуем, чтобы измеримые множества отображались такой функ-
цией в измеримые множества (измеримость множеств определяется относительно задан-
ных сигма-алгебр). Такая регулярность позже позволяет корректно определять вероят-
ностные меры, порождённые случайной величиной.

Упражнение 0.2. Если F порождена разбиением {Bi}i∈I , и функция f является F-
измеримой, тогда на каждом Bi она принимает постоянное значение.
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Пример 0.6. Любая F-измеримая функция порождает σ-алгебру Ff ⊂ F на Ω:

Ff :=
{
f−1(A) : A ∈ G

}
.

Можно показать, что Ff является наименьшей σ-алгеброй, относительно которой
функция f измерима.

В качестве более конкретного примера рассмотрим Ω = {1, 2, 3, 4, 5}, сигма алгебру

F = {∅,Ω, {1, 2, 3}, {4, 5}}

и измеримую функцию f : Ω → {0, 1} такую, что для всех ω ∈ Ω f(ω) = 1. Зададим на
{0, 1} сигма-алгебру, состоящую из всех подмножеств. Заметим теперь, что

f−1({0}) = ∅, f−1({1}) = Ω,

f−1({0, 1}) = Ω, f−1(∅) = ∅,

следовательно, Ff = {∅,Ω} ⊂ F .

Рис. 2: Сигма-алгебра Ff состоит из всех прообразов измеримых множеств

Упражнение 0.3. Докажите утверждения:

1. Пусть (Ω1,F1), (Ω2,F2), (Ω3,F3) – измеримые пространства. Если f : Ω1 → Ω2 и
g : Ω2 → Ω3 измеримы, то их композиция тоже измерима.

2. Рассмотрим измеримые пространства (Ω,F) и (Rn,B(Rn)). Если f : Ω → Rn и
g : Ω → Rn измеримы, то их линейная комбинация тоже измерима.

3. Рассмотрим измеримые пространства (Ω,F) и (R,B(R)). Если f : Ω → R и g :

Ω → R измеримы, то их произведение тоже измеримо.

0.1.3 Мера

Определение 0.6. Пусть задано измеримое пространство (Ω,F). Функция µ : F →
[0,∞) называется конечной неотрицательной мерой, если для любого счетного семей-
ства измеримых непересекающихся множеств мера объединения равна сумме мер, т.е.
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µ(
∞⋃
i=1

Ci) =
∞∑
i=1

µ(Ci) для любых {Ci}i∈N таких, что Ci ∈ F , Ci ∩ Cj = ∅(i ̸= j). Это свой-

ство называется σ-аддитивностью.
Если µ(Ω) <∞, то мера называется конечной, а мера, для которой µ(Ω) = 1, – вероят-
ностной.

Пример 0.7. Рассмотрим S = [0, 1] и измеримое пространство (S,B(S)), где B(S) –
борелевская σ-алгебра, порождённая интервалами в S. На (S,B(S)) можно определить
меру Лебега λ(A) = b− a для любого интервала A = (a, b) ∈ B(S). Так как λ(S) = 1, это
вероятностная мера.
Мера Лебега на (R,B(R)) определяется так же, но она не будет конечной, так как
µ(R) = ∞.

Определение 0.7. Если снабдить измеримое пространство (Ω,F) вероятностной ме-
рой P , тогда оно будет называться вероятностным пространством и обозначаться
(Ω,F , P ), а измеримые функции f : Ω → R – случайными величинами.

Определение 0.8. Пусть P – вероятностная мера на вероятностном пространстве
(Ω,F , P ). Если утверждение, зависящее от ω ∈ Ω, выполняется для подмножества A ⊂
Ω, такого, что P (A) = 1, то говорят, что утверждение выполняется почти наверное.

Пример 0.8. Случайную величину X : Ω → R рассматривают как отображение из
измеримого пространства (Ω,F) в измеримое пространство (R,B(R)), т.к. она пере-
водит F-измеримые множества в B(R)-измеримые множества. Если на (Ω,F) задана
вероятностная мера P , то случайная величина X естественным образом индуцирует
вероятностную меру на (R,B(R)) как

PX(B) := P (X−1(B)) = P ({ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B})

для любых B ∈ B(R). Чаще всего используют короткую нотацию P (X ∈ B) := PX(B),
чтобы обозначить вероятность того, что случайная величина принимает значения во
множестве B.
Меру PX в этом случае в англоязычной литературе часто называют pushforward-мерой
меры P при отображении X.

0.2 Независимость

Независимость - это свойство, описывающее взаимосвязь двух или более событий, σ-алгебр
или случайных величин.

Определение 0.9. Пусть задано вероятностное пространство (Ω,F , P ) и A,B ∈ F .
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Если P (B) ̸= 0, то условной вероятностью события A при условии события B назы-
вается число P (A|B) = P (A∩B)

P (B)
.

События A и B называются независимыми, если P (A∩B) = P (A)P (B), что эквива-
лентно следующему равенству P (A|B) = P (A).

События A1, A2, ...An ∈ F называются независимыми в совокупности, если P (Ai1 , Ai2 , ...Aik) =

P (Ai1)P (Ai2)...P (Aik) для любых неповторяющихся индексов 1 ≤ i1 < i2 < ... < ik ≤ n.

Определение 0.10. σ-алгебры F1,F2, ...Fn называются независимыми, если любой набор
событий A1 ∈ F1, A2 ∈ F2, ...An ∈ Fn независим.

Мы уже знаем, что случайная величинаX : Ω → R порождает σ-алгебу FX , состоящую
из множеств вида X−1(B), B ∈ B(R).

Определение 0.11. Случайные величины X1, X2, ...Xn независимы, если они порождают
независимые σ-алгебры FX1 ,FX2 , ...FXn.

Упражнение 0.4. (Эквивалентное определение независимости) Пусть (Ω,F , P ) – ве-
роятностное пространство. Докажите, что случайные величины X1, .., Xn независимы
тогда и только тогда, когда для любых A1, .., An ∈ F

P (X1 ∈ A1, .., Xn ∈ An) = P (X1 ∈ A1)..P (Xn ∈ An).

Для набора случайных величин можно требовать разной структуры независимости.
Самая сильная – независимость в совокупности.

Определение 0.12. Случайные величины X1, X2, ...Xn независимы в совокупности, если
любое подмножество Xi1 , .., Xik , k ≤ n из этого набора – это независимые случайные
величины.

Пример 0.9. В классической статистике выборкой называют набор независимых(в со-
вокупности) и одинаково распределённых (с распределением F ) случайных величин. Часто
пишут X1, .., Xn ∼i.i.d. F , i.i.d означает independent and identically distributed.

0.3 Интеграл Лебега

Пусть (Ω,F , P ) – пространство с мерой P (не обязательно вероятностной). Мы построим
интеграл Лебега для ограниченных функций f : Ω → R, для неограниченных требуется
существенно больше технической работы. Мы приведём общую схему, которая может быть
критична для понимания, но за всеми техническими деталями рекомендуем [11, Гл.3.1].



10 ЛЕКЦИЯ 0. ОБЗОР ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТИ

Рассмотрим не более, чем счетное множество A ⊂ F , состоящее из непересекающихся
измеримых множеств Ai, i = 1, 2, ..N , где N может равняться бесконечности. Начнём с
рассмотрения положительных простых функций fA : Ω → R+, то есть, таких, что они
равны константе на каждом Ai: fA(ω) = ai ≥ 0 для всех ω ∈ Ai. Определим интеграл
Лебега для таких функций как ∫

Ω

fA(ω)dP :=
N∑
i=1

aiP (Ai), (1)

если ряд сходится.

Рис. 3: Пример простой функции, равной нулю везде, кроме x ∈ A1, A2, A3

Пример 0.10. Может показаться, что мы строим интеграл точно так же, как ин-
теграл Римана, но это не так. В отличие от последнего мы теперь перечисляем зна-
чения функции и смотрим, на каком измеримом множестве они достигаются, причём
последние запросто могут быть не отрезками (см. Рис. 3). Даже на этом этапе мы
определили интеграл для одной не интегрируемой по Риману функции, функции Дирихле

D(x) =

1, x ∈ Q,

0, иначе.

Зададим пространство с мерой Лебега λ как (R,B(R), λ). Функция D – простая поло-
жительная функция: на измеримом множестве A1 = Q она принимает значение 1, а
значение 0 она принимает на другом измеримом множестве A2 = R \ A1. Интеграл
Лебега по мере λ (мере Лебега) будет равен нулю: множество Q имеет меру λ(Q) = 0.
Интеграл Римана такой функции не существует.

Утверждение 0.1. Для любой ограниченной положительной измеримой функции f су-
ществует последовательность {fn} простых положительных измеримых функций та-
кая, что

max
ω∈Ω

|f(ω)− fn(ω)| → 0 при n→ 0.

Используя идею, что каждая ограниченная положительная измеримая функция f ап-
проксимируется в смысле бесконечной нормы (иначе, равномерно, как выше), мы можем
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определить интеграл Лебега как∫
Ω

f(ω)dP = lim
n→∞

∫
Ω

fn(ω)dP. (2)

Для аккуратности нужно доказать дополнительно

Утверждение 0.2. Предел (2) не зависит от выбора аппроксимирующей последователь-
ности.

Наконец, остаётся обобщить понятие интеграла на любую ограниченную измеримую
функцию. Заметим, что множества [0,∞) и (−∞, 0) измеримы относительно B(R), следо-
вательно мы можем представить функцию f как разность двух измеримых функций:

f(ω) = f+(ω)− f−(ω) := f(ω)1x:f(x)≥0(ω)− f(ω)1x:f(x)<0(ω), (3)

для каждой из которых мы определили интеграл Лебега.

Интеграл Лебега будет обладать многими свойствами интеграла Римана (в том числе,
линейностью) и будет совпадать с ним, если интеграл Римана существует.

Упражнение 0.5. Пусть (Ω,F , µ) – пространство с мерой. Покажите, что∫
A

dµ = µ(A).

Матожидание случайной величины мы определяем с помощью интеграла Лебега.

Определение 0.13. Пусть (Ω,F , P ) – вероятностное пространство, на котором опре-
делена случайная величина X. Число E [X] :=

∫
Ω
X(ω)dP , где интеграл берётся в смысле

Лебега, называют матожиданием случайной величины X.

Число E
[
(X − E [X])2

]
называется дисперсией X.

Если X,Y – две случайные величины на заданном вероятностном пространстве, то
их ковариация определеяется как

Cov (X, Y ) := E [(X − E [X]) (Y − E [Y ])] ,

а для случайных векторов X,Y : Ω → Rn определяется ковариационная матрица

Cov (X, Y ) := (Cov (Xi, Yj))i,j=1,..,n .

Пример 0.11. Пусть X ∼ Ber(p), то есть, она равна 1 с вероятностью p и 0 с ве-
роятностью 1 − p (распределение Бернулли). Заметим, что мера PX на (R,B(R), PX)
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определена вполне понятно, хотя мы не определили явно вероятностное пространство
(Ω,F , P ):

PX( (a, b) ) := P (X ∈ (a, b) ) =



p, 1 ∈ (a, b), 0 /∈ (a, b)

1− p, 1 /∈ (a, b), 0 ∈ (a, b)

1, 1 ∈ (a, b), 0 ∈ (a, b)

0, /∈ (a, b), 0 /∈ (a, b)

Мера PX – это пример так называемой дискретной меры, которая порождается дис-
кретными случайными величинами. Случайная величина X – это простая функция и
(согласно определению через интеграл Лебега) матожидание E [X] = 1 · p = p.

Упражнение 0.6. Как будет устроена мера PX , если X – это случайная величина из
распределения Binomial(n, p) (биномиальное распределение с параметрами n, p) ?

Упражнение 0.7. Пусть X – это случайная величина из гауссовского распределения
N (0, 1), она абсолютно непрерывная, то есть, имеет плотность. Как будет устроена
мера PX?

Пример 0.12. Бывает, что существует матожидание, но дисперсия бесконечна (на-
пример, распределение Парето). Также бывает, что не существует матожидания и,
следовательно, дисперсии (распределение Коши при некоторых параметрах). Наконец,
может быть матожидание, но дисперсии не существовать (распределение Стьюдента
при некоторых параметрах).

0.4 Условное матожидание

Пусть (Ω,F , P ) – вероятностное пространство. На основе определения условной вероят-
ности мы можем определить условное матожидание случайной величины X при условии
события B ∈ F как

E [X | B] =

∫
B
X(ω)dP

P (B)
,

если P (B) > 0. Но в случае P (B) = 0, очень частом, у нас возникнет проблема, поэтому
нужно действовать по-другому.

Определение 0.14. Пусть (Ω,F , P ) – вероятностное пространство, G ⊂ F – σ-алгебра.
Условным матожиданием случайной величины X при условии G, обозначаемое E [X | G],
называется измеримая функция f : Ω → R такая, что∫

A

X(ω)dP =

∫
A

f(ω)dP.

выполнено для всех A ∈ G.
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Иными словами, условное матожидание – снова случайная величина.

Пример 0.13. Проверьте, что данное определение совпадает с более ранним в случае
P (B) > 0. При условии какой σ-алгебры будет это матожидание?

Пример 0.14. Пусть X, Y – две случайные величины. Условное матожидание g(c) =

E [X | Y = c], обозначаемое часто более кратко как E [X | Y ], есть не что иное, как
условное матожидание при условии FY – σ-алгебры, порождённой Y :

E [X | Y ] := E
[
X | FY

]
.

Очень полезный инструмент для вычислений матожиданий от выражений, включаю-
щих в себя зависимые случайные величины – это формула полного матожидания.

Утверждение 0.3. Пусть (Ω,F , P ) – вероятностное пространство, на котором опре-
делена случайная величина X : Ω → R, и G ⊂ F – сигма-алгебра. Верна формула полного
матожидания

E [E [X | G]] = E [X] .

Эта формула позволяет вычислять достаточно неочевидные на первый взгляд мато-
жидания.

Упражнение 0.8. Саша и Паша очень много играют в шашки и известно, что Саша
выигрывает с вероятностью p > 0. Предположим, что их партии в шашки независимы.
Какое в среднем число игр им нужно сыграть до того, как у Саши наберётся первая серия
из n побед?
Ответ:

∑n
i=1

1
pi

.
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